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МОДЕЛЬ ДИНАМІКИ РУХУ БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТА  

ДЛЯ ВИРІШЕННЯ ЗАВДАНЬ КЕРУВАННЯ ТА НАВІГАЦІЇ 
 
Вступ 
У теперішній час збирання, оброблення, роз-

повсюдження та використання інформації стають 
основою сталого розвитку сучасного суспільства. 
Це свідчить про значний потенціал використання 
прогресивних інформаційних технологій як у 
цивільній, так і у військовій галузях. Для реалі-
зації цього потенціалу необхідним є удоскона-
лення інформаційних технологій, зокрема, вирі-
шення наукових та прикладних завдань їх інте-
лектуалізації. Застосування методів штучного 
інтелекту є потужним засобом побудови 
комп’ютеризованих систем різного призначення 
з принципово новими функційними можливос-
тями, зокрема, інтелектуалізованих безпілотних 
авіаційних систем. 

Широке розповсюдження в останні роки без-
пілотних літальних апаратів (БпЛА), а також їх 
оснащення різними типами сенсорів та потуж-
ними бортовими засобами обробки інформації 
створили необхідні передумови для використан-
ня БпЛА у багатьох сферах. Одна з основних 
вимог до процесу керування безпілотними авіа-
ційними системами полягає в забезпеченні здат-
ності до автономного виконання поставленого 
завдання в непередбачуваних середовищах і 
складних ситуаціях. Це дасть змогу отримати 
значні переваги в порівнянні з автоматизованими 
системами, де можливі помилки операторів мо-
жуть призвести до значного погіршення ефекти-
вності їх функціонування. Інтелектуалізація ав-
тономної безпілотної системи надає їй можли-
вість приймати якісні та своєчасні рішення на 
основі усвідомлення характерних особливостей 

навколишнього середовища з врахуванням існу-
ючого набору правил та/або обмежень. Для дося-
гнення потрібного рівня інтелектуалізації необ-
хідне дослідження складної проблеми узгодже-
ної взаємодії між окремими компонентами сис-
теми та забезпечення їх функційної сумісності 
[1]. 

Виходячи з вищесказаного, можна стверджу-
вати, що створення нових та розвиток методів, 
технологій та систем для безпілотної авіаційної 
галузі є актуальними та перспективними науко-
вими та науково-технічними задачами. 

Постановка проблеми 
Експлуатація БпЛА І-ІІІ класу супроводжу-

ється поривами, зсувом вітру та турбулентністю 
приземного шару, що призводить до зміни траєк-
торії польоту, перевищення обмежень по керу-
ванню, підвищення енерговитрат, а в деяких ви-
падках навіть пошкодження конструкції. Це кри-
тично для задач моніторингу, картографування, 
пошуково-рятувальних робіт і доставки, де ви-
моги до точності, ефективності та надійності 
зростають не залежно від умов експлуатації та 
тривалості місії. У таких умовах стандартні схе-
ми, наприклад PID-регулятори, без урахування 
впливів оточуючого середовища, зокрема вітро-
вих збурень, забезпечують прийнятну якість ке-
рування лише за слабких збурень, тоді як для 
поривів і зсувів потрібні комплексні інтегровані 
рішення [2–4]. 

Для проєктування сучасних інформаційних 
технологій керування польотом безпілотного 
літального апарата в умовах вітрових збурень 
необхідною передумовою є розроблення матема-
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тичної моделі БпЛА, у якій вітрові збурення вра-
ховано в рівняннях руху БпЛА. Така модель ро-
бить можливим аналіз динамічних властивостей 
поздовжнього збуреного руху, а також аналіз 
параметрів польоту БпЛА, наприклад швидкості, 
висоти польоту та кута атаки в залежності від 
керуючих і збурюючих впливів. Це дає змогу 
досліджувати стійкість та якість перехідних про-
цесів у синтезованих системах автоматичного 
керування і розробляти нові закони керування 
[5]. Тому формалізована математична модель із 
чіткими зв’язками між повітряною/земною 
швидкостями та вітровими збуреннями стає ос-
новою для подальшого синтезу законів керуван-
ня, що компенсують вплив збурень на динаміку 
польоту БпЛА [6–7]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
У прикладних дослідженнях БпЛА застосо-

вують спектральні моделі Драйдена та Кармана, 
а також моделі дискретних поривів і градієнтів 
вітру в межах приземного шару. Модель турбу-
лентності Драйдена зручна для реалізації через 
фільтри зі скінченновимірними станами; модель 
Кармана краще узгоджується зі статистикою 
турбулентності, проте вимагає апроксимацій для 
цифрової реалізації [2; 8; 9]. Окремі роботи акту-
алізують дискретні пориви (gust encounters) як 
фізично змістовні сценарії для випробувань су-
часних БпЛА [3]. 

Оцінювання впливу вітру реалізовують таки-
ми підходами, як розширена фільтрація стану, 
спостерігачі збурень і розширені спостерігачі 
стану, а також прогнозне керування. Одним із 
найбільш поширених та ефективних методів є 
розширена фільтрація стану (Extended Kalman 
Filter, EKF).  
У цьому підході складові вітру безпосередньо 
інтегруються до вектора стану системи, що дає 
змогу фільтру одночасно уточнювати як параме-
три руху (наприклад, висоту, швидкість, орієнта-
цію), так і невідомі збурення вітру. Така методи-
ка забезпечує фізично узгоджені оцінки і демон-
струє ефективність для БпЛА літакового типу 
[10–12]. Подальшим розвитком цього напрямку є 
інваріантні модифікації фільтрів, такі як інваріа-
нтний розширений фільтр Калмана (Invariant 
Extended Kalman Filter, IEKF). Використання 
групових симетрій руху твердого тіла в цих фі-
льтрах дає змогу зменшити систематичні похиб-
ки оцінок, підвищуючи точність оцінки вітру і, 
відповідно, якість керування [13]. Інший клас 
методів ґрунтується на використанні спостеріга-
чів збурень (Disturbance Observers) та розшире-
них спостерігачів стану. Вони розроблені для 
оцінювання сумарної невідомої зовнішньої дії, 

що містить як вітер, так і можливі зміни в аеро-
динамічних характеристиках БпЛА [14]. Оцінені 
збурення потім подаються на спеціалізований 
компенсатор, який вносить корективи в систему 
керування. Такий підхід часто поєднується з ада-
птивним керуванням або робастними методика-
ми або прогнозного керування на основі моделі 
(Model Predictive Control, MPC). Така комбінація 
значно підвищує стійкість БпЛА до швидких 
змін аеродинаміки, раптових поривів вітру та 
інших непередбачуваних факторів [8, 14]. Для 
критично етапів польоту, таких як зліт та посад-
ка застосовують методи, що базуються на пря-
мому вимірюванні вітру. Один із ефективних 
способів – це використання лазерних далекомірів 
(LiDAR) або інших сенсорів для сканування по-
вітряного потоку безпосередньо перед БпЛА. 
Отримані дані про профіль вітру у зоні майбут-
нього руху БпЛА інтегруються у систему про-
гнозного керування на основі моделі. Це дає змо-
гу контролеру завчасно розрахувати необхідні 
коригувальні дії, мінімізуючи вплив вітру до 
того, як він почне безпосередньо діяти на БпЛА 
[9]. 

У сучасній літературі досить поширеним є 
використання спрощених кінематичних моделей 
для опису польоту безпілотних літальних апара-
тів. Такі моделі дають змогу розробляти системи 
для навігації та траєкторного керування в умовах 
вітрових збурень, але вони не враховують пов-
ною мірою динамічні властивості апарата [2]. 
Існують також динамічні моделі, проте в них 
часто бракує деталізації у відображенні проєкцій 
аеродинамічних сил і моментів у різних системах 
координат. Це створює труднощі під час моде-
лювання вітрових збурень і при аналізі обмежень 
приводів, що значно впливає на коректність дос-
ліджень та якість синтезованих алгоритмів керу-
вання [10; 15]. 

Мета статті – розроблення та опис математи-
чної моделі безпілотного літального апарата для 
її застосування у інформаційній технології зме-
ншення впливу вітрових збурень на траєкторію 
польоту безпілотного літального апарата. 

Виклад основного матеріалу 
Вихідні припущення щодо математичної  
моделі динаміки польоту БпЛА 
Основою для дослідження інтегрованих сис-

тем керування, а також розробки і моделювання 
алгоритмів керування є модель руху безпілотно-
го літального апарату літакового типу. 

У загальному випадку рух літального апарату 
відбувається під дією гравітаційних і аеродина-
мічних сил і моментів, а також сил і моментів від 
тяги двигунів. При аналізі польоту БпЛА в атмо-
сфері можна знехтувати дією гравітаційних мо-



Наукоємні технології № 4(68), 2025  573 
 

 М. М. Комар, О. Є. Волков, О. Г. Махалін, 2025 

ментів і враховувати тільки гравітаційну силу, 
яка прикладена в центрі мас БпЛА і спрямована 
до центру Землі, незалежно від орієнтації БпЛА 
[16]. 

При визначенні руху літального апарату не-
обхідно вирішити такі задачі [17]: 

– знайти кутові і лінійні швидкості руху літа-
льного апарату, зумовлені дією на нього перера-
хованих вище сил і моментів; 

– визначити кути орієнтації БпЛА відносно  
Землі і набігаючого на нього потоку; при цьому 
необхідно мати на увазі, що в загальному випад-
ку при наявності вітру швидкості руху БпЛА 
відносно Землі і відносно повітряного середови-
ща будуть різні; 

– визначити переміщення літального апарата 
відносно Землі. 

Кожній з цих задач відповідає своя група ди-
ференціальних рівнянь. 

В загальному випадку при синтезі рівнянь ру-
ху необхідно враховувати, що Земля є сферич-
ною і обертається відносно інерціального прос-
тору. Для врахування обертання Землі при вирі-
шенні задач навігації літальних апаратів, що ру-
хаються в атмосфері, цілком достатньо врахову-
вати лише добове обертання Землі і нехтувати її 
обертанням при русі навколо Сонця. 

При розгляді руху літального апарату зроби-
мо ряд спрощуючих припущень. Будемо вважа-
ти, що БпЛА є абсолютно жорстким тілом. Та-
ким чином, збільшення числа ступенів свободи, 
обумовлене пружністю конструкції, враховува-
тися не буде. Слід зазначити, що ці припущення 
виконуються не для всіх типів БпЛА. Зокрема, 
при аналізі динаміки важких БпЛА вплив пруж-
них коливань в ряді випадків може бути досить 
значним. Будемо вважати, що маса і моменти 
інерції літального апарату на розглянутих інтер-
валах часу незмінні і відповідають вихідному 
стану рівноважного польоту. 

Загальні рівняння руху безпілотного  
літального апарата 
Система нелінійних рівнянь руху  
безпілотного літального апарату  
у загальному вигляді 
Політ БпЛА розглядається як рух в просторі 

абсолютно жорсткого тіла, що має шість ступе-
нів свободи. Зазвичай динамічні рівняння руху 
центру мас БпЛА записують в проекціях на шви-
дкісні або на напівшвидкісні осі координат. Рів-
няння в про-єкціях на осі напівшвидкісної сис-
теми координат мають вигляд [18]: 

,

cos cos sin ;

( sin )cos

( cos sin )sin cos ;

cos ( sin )sin

( cos sin )cos

c

c

c

c

dVm P X G
dt

dmV P Y
dt

P Z G
dmV P Y
dt

P Z

= α β − − θ

θ
= α + γ +

+ α β − γ − θ

ψ
− θ = α + γ −

− α β − γ

 (1) 

де m – маса БпЛА; V – його швидкість; Р – тяга 
двигуна; G - вага; Х, У, Z - проекції повної аеро-
динамічної сили на швидкісні осі; θ і ψ – кути 
нахилу і повороту траєкторії; α і β – кути атаки і 
ковзання; γc  – кут крену швидкісної системи 
координат. Динамічні рівняння обертального 
руху БпЛА навколо центру мас заведено запису-
вати в проекціях на зв’язані осі. В тому випадку, 
коли можна не враховувати переміщення центру 
мас і поворот головних осей інерції апарату че-
рез згоряння палива, ці рівняння збігаються за 
формою з рівняннями тіла постійної маси з тією 
лише різницею, що моменти інерції залежать від 
часу. Якщо зв’язані осі при цьому збігаються з 
головними осями інерції, то динамічні рівняння 
обертального руху записують в наступному ви-
гляді: 

( ) ;

( ) ;

( ) ,

x
x y z z y x

y
y z x x z y

z
z x y y x z

dI I I M
dt

d
I I I M

dt
dI I I M
dt

ω
+ω ω − =

ω
+ω ω − =

ω
+ω ω − =

  (2) 

де zyx III ,,  – моменти інерції БпЛА відносно 

зв’язаних осей; , ,x z yω ω ω  – проекції вектора 
кутової швидкості БпЛА на зв’язані осі; 

zyx MMM ,,  – проекції моментів всіх зовнішніх 
сил. 

Сила тяги, аеродинамічні сили та їх моменти є 
складними нелінійними функціями кінематичних 
параметрів руху і кутів відхилення органів керу-
вання, в тому числі керма висоти δв, і напрямку 
δн, елеронів δе, і дросельної заслінки δдр‚ що слу-
гує для регулювання тяги двигуна. Кінематичні 
рівняння, що описують обертання БпЛА щодо 
земних осей мають вигляд: 
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1 ( cos sin );
cos

sin cos ;

( cos sin ),

y z

y z

x y z

d
dt

d
dt
d tg
dt

Ψ
= ω γ −ω γ

ϑ
ϑ
= ω γ + ω γ

γ
= ω − ϑ ω γ −ω γ

 (3) 

де Ψ, υ, γ – кути рискання, тантажа і крену БпЛА. 
Так як динамічні рівняння руху центру мас 

БпЛА (1) були записані в напівшвидкісних осях, 
рівняння обертального руху навколо центру мас 
(2) і (3) – в зв’язаних осях, а аеродинамічні сили і 
моменти в правих частинах рівнянь (1) і (2) за-
лежать, зокрема, від кутів α і β між швидкісними 
і зв’язаними осями, то виникає необхідність в 
додаванні до записаних рівнянням геометричних 
співвідношень між кутами Ψ, υ, γ, γс, β, α, ψ: 

sin cos cos sin
(sin cos cos sin sin )cos ;

sin cos cos cos sin cos
sin cos (cos sin sin sin cos )
sin (cos cos sin sin sin );

sin cos cos sin sin
(sin sin cos cos sin )cos .

c

θ = α β ϑ−
− α β γ + β γ ϑ

Ψ θ = α β ψ ϑ+
+ α β ψ γ + ψ ϑ γ −
− β ψ γ − ψ ϑ γ

γ θ = α β ϑ−

− α β γ − β γ ϑ

   (4) 

Кінематичні рівняння руху центру мас БпЛА 
в проекціях на земні декартові осі мають вигляд: 

cos cos ;

sin ;

cos sin ,

dx V
dt
dy V
dt
dz V
dt

= θ Ψ

= θ

= θ Ψ

  (5) 

де х, у, z – координати центру мас БпЛА в земних 
декартових осях. 

Беручи до уваги, що аеродинамічні сили за-
лежать від висоти, слід ввести геометричне спів-
відношення, що зв’язує висоту польоту Н з коор-
динатами х, у, z і враховуючи таким чином сфе-
ричну форму Землі. Якщо сферичністю Землі 
знехтувати і поєднати координатну площину з 
горизонтальною, то будемо мати: 

Н = у.   (6) 
При наведенні БпЛА з нерухомого командно-

го пункту по променю або за допомогою команд, 
які формуються в координатах командного пунк-
ту, для опису руху центру мас БпЛА використо-
вують сферичні координати. Тоді рівняння (5) 
доповнюються співвідношеннями: 

cos cos( )cos sin sin ;

cos cos( )sin sin cos ;

cos cos sin( ),

dr V V
dt

dr V V
dt

dr V
dt

= θ Ψ −χ φ + θ φ

φ
= − θ Ψ −χ φ + θ φ

χ
φ = θ Ψ −χ

  (7) 

де r, φ, χ – координати центра мас БпЛА в зем-
них сферичних осях (похила дальність, кут місця 
і азимут відповідно). Якщо командний пункт 
розташований на рухомому носії, то, розглядаю-
чи рух БпЛА щодо носія, замість (7) використо-
вують такі кінематичні рівняння: 

cos cos( )cos sin sin

cos cos( )cos sin sin ;

cos cos( )sin sin cos

cos cos( )sin sin cos ;

cos cos sin( )

cos sin( ).

c c c c c

c c c c c

c c c

dr V V
dt
V V
dr V V
dt

V V
dr V
dt

V

= θ Ψ −χ φ + θ φ −

− θ Ψ −χ φ − θ φ

φ
= − θ Ψ −χ φ + θ φ +

+ θ Ψ −χ φ − θ φ

χ
φ = θ Ψ −χ −

− θ Ψ −χ

   (8) 

Тут r, φ, χ – координати центру мас БпЛА в 
сферичних осях, що переміщаються поступально 
разом з центром мас носія; Vс – швидкість носія; 

,c cθ Ψ  – кути нахилу і повороту траєкторії носія. 
При самонаведенні або наведенні за допомо-

гою команд, які формуються в координатах Бп-
ЛА, розглядають рух цілі відносно БпЛА. Тоді 
використовують кінематичні рівняння, аналогічні 
рівнянням (8): 

  

cos cos( )cos sin sin

cos cos( )cos sin sin ;

cos cos( )sin

sin cos cos cos( )sin
sin cos ;

cos cos sin( )

cos sin( ),

t t t t t

t t t

t t

t t t

dr V V
dt
V V
dr V
dt

V V
V

dr V
dt

V

= θ Ψ −χ φ + θ φ −

− θ Ψ −χ φ − θ φ
φ
= − θ Ψ −χ φ +

+ θ φ + θ Ψ −χ φ −

− θ φ
χ

φ = θ Ψ −χ −

− θ Ψ −χ

  (9) 

де r, φ, χ – координати центру мас цілі в сферич-
них осях, які переміщуються поступально разом 
з центром мас БпЛА; Vt – швидкість цілі; ,t tθ Ψ  – 
кути нахилу і повороту траєкторії цілі. Крім за-
писаних рівнянь руху БпЛА необхідно викорис-
товувати диференціальне рівняння, що описує 
зміну маси: 

,cm
dt
dm

−=    (10) 
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де ( , , )c дрm V H δ  – секундна витрата палива, що 
залежить від типу двигуна, режиму його роботи, 
швидкості і висоти польоту. Рівняння (1)–(10) 
складають систему рівнянь руху БпЛА, що розг-
лядається як абсолютно тверде тіло, відносно 
плоскої Землі, яка не обертається. Вона містить 
чотири невідомих δв, δн, δэ, δдр. Щоб ця система 
рівнянь стала замкнутою, необхідно або задати 
відхилення перерахованих органів керування в 
функції часу, або додати рівняння, що описують 
процеси керування відхиленнями цих органів. 

Лінеаризація рівнянь руху безпілотного  
літального апарату 
Основні методи дослідження нелінійних рів-

нянь (1)–(10) пов’язані з попереднім їх спрощен-
ням. Одним з таких спрощень є лінеаризація цих 
рівнянь відносно малих відхилень параметрів 
руху від їх значень для деякого теоретичного 
руху. При цьому параметри такого руху зазвичай 
визначають приблизно за допомогою чисельного 
інтегрування рівнянь руху центру мас БпЛА. 
Крім того, лінеаризовані рівнянні можна значно 
спростити, якщо припустити, що в незбуреному 
русі бічні кінематичні параметри і кути відхи-
лення органів керування бічними рухами є досить 
малими величинами [16]. Це припущення в біль-
шості випадків не є гру-бим, особливо для БпЛА, 
траєкторія яких лежить в межах порівняно неве-
ликого просторового кута. 

Часто при лінеаризації рівнянь нехтують варі-
аціями висоти ΔН, так як її вплив на інші варіації 
параметрів руху малий. Тому враховувати варіа-
ції висоти має сенс тільки в тому випадку, якщо 
висота є однією з координат, які підлягають ре-
гулюванню, і система керування для здійснення 
такого регулювання має відповідний вимірюва-
льний елемент. Виконавши лінеаризацію всіх 
рівнянь системи (1)–(10), маємо систему ліній-
них диференціальних рівнянь відносно їх незбу-
рених значень зі змінними коефіцієнтами. Так як 
БпЛА мають зазвичай площину симетрії Ох1у1, 
то при зазначених вище спрощеннях лінійна сис-
тема рівнянь руху БпЛА розпадається на дві не-
залежні підсистеми. Перша підсистема рівнянь 
визначає подовжній збурений рух БпЛА, а друга 
– бічний збурений рух. За умов, використаних 
при лінеаризації рівнянь, ці два рухи можна вва-
жати незалежними. Таким чином, замість того, 
щоб досліджувати систему рівнянь високого 
порядку, досліджують дві незалежні системи 
рівнянь нижчого порядку. Лінійні рівняння поз-
довжнього руху БпЛА, отримані шляхом лінеа-
ризації рівнянь (1)–(10) при зазначених вище 
припущеннях, з урахуванням збурюючих сил і 
моментів Хв, Yв, Мzв запишуться у вигляді: 

cos ;

sin ;

;

;

cos sin ;

в

в

z

в в
в

V V

в
в

V V

в
в

V
z z z z

z
z z z

zz z z
в в

z z z z

z

d V P X P XV
dt m m

XXg
m m

d P Y P YV
dt mV mV

Yg Y
V mV mV

d M M MV
dt I I I

MM M M
I I I I

d
dt

d x V V
dt

d H

α

δ

α

δ

ωα

δ δα

∆ − α +
= ∆ − ∆α −

− θ∆θ − ∆δ +

∆θ α + +
= ∆ + ∆α +

θ
+ ∆θ + ∆δ +

∆ω
= ∆ + ∆α + ∆ω

+ ∆α + ∆δ + ∆δ +

∆ϑ
= ∆ω

∆
= θ∆ − θ∆θ

∆




sin cos .V V
dt

= θ∆ + θ∆θ       (11) 

Надалі на підставі системи рівнянь (11) мож-
ливий аналіз динамічних властивостей поздовж-
нього збуреного руху, також можна визначити 
різні передавальні функції БпЛА, що описують 
взаємний зв’язок вихідних величин ΔV, ΔH, Δα з 
вхідними керуючими і збурюючими впливами, 
що дає можливість досліджувати стійкість і як-
ість перехідних процесів в синтезованих систем 
автоматичного керування. 

Динаміка та кінематика руху безпілотного 
літального апарату 
Якщо при вирішенні задач аналізу динаміки 

літака знехтувати впливом зміни орієнтації міс-
цевої вертикалі і горизонтальної площини під час 
переміщення БпЛА відносно сферичної Землі, то 
кінематичні співвідношення, що зв’язують похі-
дні кутів , ,ψ ϑ γ   з кутовими швидкостями обер-
тання зв’язаних осей xω , yω , zω  відносно нор-
мальної системи координат мають вигляд [19]: 

( )cos sin / cosy zψ = ω γ −ω γ ϑ ; 

sin cosy zϑ = ω γ + ω γ ; 

( )cos sin sin / cosx y zγ = ω − ω γ −ω γ ϑ ϑ . 

Рівняння руху центру мас БпЛА в проекціях 
на осі траєкторної системи координат, не врахо-
вуючи вплив сферичності і обертання Землі, ма-
ють вигляд: 

kxkxkxk GPRVm ++= ; 

kxkxkxk GPRVm ++= ; 
cosk kz kz kzmV R P GΨ θ = + + , 
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де kV  – земна швидкість БпЛА; m  – маса літаль-
ного апарату; kxR , kyR , kzR  – проекції вектору 

аеродинамічних сил R  на осі траєкторної систе-
ми координат; kxP , kyP , kzP  – проекції вектору 

тяги P  на осі траєкторної системи координат; 
kxG , kyG , kzG  – проекції вектору сили тяжіння G  

на осі траєкторної системи координат. 
Проекції вектору сили тяжіння на осі норма-

льної системи координат мають вигляд: 

0

0
mg

G
G
G

gz

gy

gx

−= , 

де 81,9=g  м/с2 – прискорення сили тяжіння. 
Проекції вектору сили тяжіння на осі траєкто-

рної системи координат визначаються співвід-
ношенням: 

gz

gy

gx

kz

ky

kx

G
G
G

akg
G
G
G

= ; 

Проекції вектору тяги на осі зв’язаної системи 
координат виглядають наступним чином: 

cos

sin

0

px

y p

z

PP
P P

P

ϕ

= ϕ , 

де  pϕ  – кут установки двигуна відносно 
зв’язаної системи координат ( pϕ >0, коли вектор 
тяги має додатну проекцію на зв’язану вісь OY). 

Проекції вектору тяги на осі нормальної сис-
теми координат визначаються співвідношенням: 

z

y

x

gz

gy

gx

P
P
P

gas
P
P
P

′= ; 

Проекції вектору тяги на осі траєкторної сис-
теми координат визначаються співвідношенням: 

gz

gy

gx

kz

ky

kx

P
P
P

akg
P
P
P

= ; 

Проекції вектору аеродинамічних сил на осі 
швидкісної системи координат мають вигляд: 

SqCR xaax −= ; 
SqCR yaay = ; 

SqCR zaaz = ;           (12) 

2

2Vq ρ
= , 

де xaC , yaC , zaC  – коефіцієнти проекцій аероди-
на-мічної сили на осі швидкісної системи коор-
динат; V – повітряна швидкість БпЛА; S – площа 
крила;  
q – швидкісний напір; ρ – щільність повітря на 
висоті H. 

Коефіцієнти аеродинамічних сил xaC , yaC , 

zaC , які входять в рівняння (12), залежать від 
орієнтації літака відносно набігаючого повітря-
ного потоку, яка визначається кутами атаки α і 
ковзання β. 

Проекції вектору аеродинамічних сил на осі 
нормальної системи координат мають вигляд: 

az

ay

ax

gz

gy

gx

R
R
R

gaa
R
R
R

′= . 

Проекції вектору аеродинамічних сил на осі 
траєкторної системи координат мають вигляд: 

gz

gy

gx

kz

ky

kx

R
R
R

akg
R
R
R

= . 

Кінематичні рівняння, які визначають поло-
ження літака відносно земної поверхні, мають 
вигляд: 

cos coskX V= θ Ψ ; 
sinkH V= θ ; 

cos sinkZ V= − θ Ψ ; 
де X , H , Z  - дальність, висота і бічний зсув. 

У випадку, коли повітряне середовище пере-
міщається зі швидкістю відносно земної поверх-
ні, повітряна швидкість БпЛА відносно повітря 
може бути визначена як: 

WVV k −= .          (13) 
Проекції співвідношення (13) на осі нормаль-

ної системи координат мають вигляд: 
cos singx k gxV V W= θ Ψ − ; 

singy k gyV V W= θ − ; 
cos singz k gzV V W= − θ Ψ − , 

де gxW , gyW , gzW  – проекції швидкості вітру на 
осі нормальної системи координат. 

Повітряна швидкість БпЛА записується у ви-
гляді: 

222
gzgygx VVVV ++= . 

Кути атаки і ковзання знаходяться через про-
екції вектору V  на осі нормальної системи коор-
динат. Ґрунтуючись на визначенні кутів атаки α і 
ковзання β, отримаємо: 
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sin gy
a

V
V

ϑ = ; 2cos 1 sina aϑ = − ϑ ; 

sin
cos

gz
a

a

V
V
−

ψ =
ϑ

; sin
cos

gz
a

a

V
V
−

ψ =
ϑ

; 

( )sin sin cos cos sina a aψ −ψ = ψ ψ − ψ ψ ; 

( )cos cos cos sin sina a aψ −ψ = ψ ψ + ψ ψ ; 

( )
( )

sin cos sin

sin sin cos cos

sin cos cos

a

a a

a

β = γ ψ −ψ +
+ ϑ γ ψ −ψ ϑ −

− ϑ ϑ γ

 

2cos 1 sinβ = − β ; 

sin
cos

arctg  β
β =  β 

; 

( )

( )

sin sin cos cos

cossin sin
cos

1sin cos cos ;
cos

a

a
a

a

α = ϑ γ ψ −ψ −
ϑ

− γ ψ −ψ − β

− ϑ ϑ γ
β

 

2cos 1 sinα = − α ; 
sin
cos

arctg α α =  α 
; 

[

( )

sin cos sin sin
1cos sin sin cos cos sin ;

cos

a

a

γ = α β ϑ−

− ϑ α β γ − β γ  ϑ

 

2cos 1 sina aγ = − γ ; 

sin
cos

a
a

a
arctg

 γ
γ =  γ 

. 

Рівняння руху БпЛА відносно центру мас в 
системі координат з урахуванням наявності у 
БпЛА площині симетрії (тобто 0== yzxz II ) за-
писуються в наступному вигляді: 

( ) ( )x x x xy y x z z y y zI m qSl I I Iω = + ω −ω ω − − ω ω  ; 

( ) ( )y y y xy x y z x z x zI m qSl I I Iω = + ω −ω ω − − ω ω  ; 

( ) ( )2 2
z z z xy x y y x x yI m qSl I I Iω = + ω −ω − − ω ω , 

де xI , yI , zI   моменти інерції тіла відносно осей 

OX, OY, OZ; xyI , xzI , yzI  – центробіжні моменти 

інерції тіла відносно відповідних пар осей; xω , 

yω , zω  – проекції вектору кутової швидкості 

повороту зв’язаної системи координат; xm , ym , 

zm  – безрозмірні коефіцієнти аеродинамічних 
моментів; Ab  – довжина середньої аеродинаміч-

ної хорди;  
l – розмах крила. 

Складові коефіцієнтів аеродинамічних сил і 
моментів, які використовуються в розрахунках, 
визначаються шляхом інтерполяції таблиць да-
них, побудованих за експериментальними графі-
ками відповідних залежностей, отриманих при 
аеродинамічних дослідженнях обраних моделей 
прототипів БпЛА. 

Модель ґрунтується на відображенні руху  
БпЛА у шести ступенях свободи, що відповідає 
загальним рівнянням руху абсолютно жорсткого 
тіла. Особливість полягає у врахуванні проєкцій 
сил ваги, тяги, та аеродинамічних сил на швидкі-
сні, нормальні та траєкторні осі. 

Особлива увага приділяється кінематичним 
співвідношенням, які чітко вплив вітру. Земна 
швидкість БпЛА та його повітряна швидкість 
пов’язані вектором швидкості вітру. Проєкції 
цього співвідношення на осі нормальної системи 
координат дають змогу враховувати збурення 
вітру у всіх рівняннях руху. Кути атаки і ковзан-
ня, від яких залежать аеродинамічні сили, також 
знаходяться через проєкції повітряної швидкості. 

Така формалізована математична модель є не 
лише базою для побудови алгоритмів оцінюван-
ня та компенсації вітрових збурень, але й забез-
печує можливість подальшої лінеаризації. Завдя-
ки симетрії БпЛА, лінійна система рівнянь може 
бути декомпозована на дві незалежні підсистеми 
– поздовжнього та бічного руху. Це дає змогу на 
основі лінеаризованих рівнянь визначати переда-
вальні функції, що описують взаємозв’язок між 
вихідними параметрами польоту та керуючими і 
збурюючими впливами. Це дає змогу досліджу-
вати стійкість і якість перехідних процесів у син-
тезованих системах автоматичного керування. 
Таким чином, розроблена модель є необхідною 
основою для проєктування сучасних інформа-
ційних технологій керування польотом БпЛА в 
умовах вітрових збурень тощо. 

Висновки 
У статті було представлено формалізовану 

математичну модель безпілотного літального 
апарата, яка описує його рух у шести ступенях 
свободи з урахуванням проєкцій сил у різних 
системах координат. Особливістю моделі є вра-
хування впливу вітрових збурень через зв’язок 
між повітряною та земною швидкістю, що забез-
печує фізично обґрунтоване відображення збу-
рень у рівняннях поступального та обертального 
руху. Це дає змогу не лише аналізувати динаміч-
ні властивості поздовжнього і бічного руху, але й 
будувати передавальні функції для дослідження 
взаємозв’язку між вихідними параметрами польо-
ту та керуючими впливами. 
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Лінеаризація та декомпозиція нелінійної сис-
теми на підсистеми дає змогу значно спростити 
аналіз і створює умови для дослідження стійкості 
й якості перехідних процесів у системах автома-
тичного керування. Запропонована модель є ба-
зовим інструментом для подальшого синтезу 
робастних та адаптивних регуляторів, а також 
для розроблення інформаційних технологій ком-
пенсації впливу вітрових збурень на траєкторію 
БпЛА. 

Таким чином, розроблена модель є необхід-
ною науковою та практичною основою для ство-
рення інтегрованих технологій керування польо-
том безпілотних літальних апаратів у реальних 
атмосферних умовах, що дасть змогу підвищити 
точність, надійність та ефективність їх застосу-
вання. 

Фінансова підтримка 
Дослідження підготовлено за грантової підт-

римки Національного фонду досліджень України 
в рамках реалізації проєкту реєстраційний номер 
2025.06/0066. в рамках конкурсу «Наука для змі-
цнення обороноздатності і національної безпеки 
України». 
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Комар М. М., Волков О. Є., Махалін О. Г. 
МОДЕЛЬ ДИНАМІКИ РУХУ БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТА ДЛЯ ВИРІШЕННЯ 
ЗАВДАНЬ КЕРУВАННЯ ТА НАВІГАЦІЇ 

Актуальність. Використання безпілотних літальних апаратів (БпЛА) у цивільних і військових завданнях 
стрімко зростає, проте їхня ефективність значно знижується під дією поривів, зсувів і турбулентності віт-
ру. Це особливо критично для моніторингу, картографування, пошуково-рятувальних операцій чи доставки, де 
важливими є точність, надійність і ефективність. В таких умовах стандартні схеми керування працюють 
лише за слабких впливів, що обмежує функціональність і знижує безпеку застосування БпЛА. Таким чином, 
постає потреба у створенні адекватних математичних моделей і сучасних інформаційних технологій, здат-
них компенсувати негативний вплив вітру. 

Постановка проблеми. Традиційні спрощені моделі польоту та стандартні регулятори забезпечують стій-
кість лише в умовах слабких впливів, що не задовольняє вимоги до точності й надійності. Однією з ключових 
передумов створення сучасних інформаційних технологій керування є побудова математичної моделі БпЛА, 
яка коректно враховує вплив вітру на рух апарата. 

Шляхи вирішення. У статті запропоновано модель динаміки руху безпілотного літального апарата, що 
описує його рух у шести ступенях свободи. У ній враховано проєкції сил тяжіння, тяги та аеродинамічних сил 
на швидкісні, нормальні та траєкторні системи координат, а також включено вплив вітру через зв’язок між 
повітряною та земною швидкістю. Це створює умови для подальшої лінеаризації рівнянь, декомпозиції систе-
ми на поздовжній і бічний рух та визначення передавальних функцій, необхідних для аналізу та синтезу систем 
автоматичного керування. 

Результати. Розроблена модель дає змогу досліджувати поздовжній і бічний збурений рух, оцінювати 
стійкість та якість перехідних процесів у системах керування. Вона забезпечує формалізовану основу для під-
ключення моделей вітру, проведення випробувань різних сценаріїв та порівняння методів компенсації збурень. 

Висновки. Запропонована модель є основою для розроблення інформаційних технологій керування польотом 
БпЛА в умовах вітрових збурень. Вона дає змогу створювати робастні та прогнозні алгоритми керування, що 
підвищують точність, ефективність і надійність виконання польотних завдань у складних атмосферних умо-
вах. 

Ключові слова: безпілотний літальний апарат; вітрові збурення; математична модель; стійкість; автоматичне 
керування. 

 
 

Komar M., Volkov O., Makhalin O. 
DYNAMIC MOTION MODEL OF AN UNMANNED AERIAL VEHICLE FOR CONTROL AND 
NAVIGATION TASKS 

Relevance. The use of unmanned aerial vehicles (UAVs) in civil and military applications is rapidly increasing, but 
their effectiveness significantly decreases under the influence of gusts, wind shear, and turbulence. This problem is 
especially critical for monitoring, mapping, search and rescue operations, and delivery tasks, where accuracy, reliabil-
ity, and energy efficiency are crucial. In such conditions, standard control schemes that do not account for atmospheric 
disturbances are effective only under weak influences, limiting functionality and reducing operational safety. Thus, 
there is a growing need for adequate mathematical models and modern information technologies capable of compensat-
ing the negative effects of wind. 

Problem statement. Traditional simplified flight models and standard controllers ensure stability only under weak 
disturbances, which does not meet the requirements for accuracy and reliability. One of the key prerequisites for devel-
oping advanced information technologies for flight control is the construction of a mathematical model of a UAV that 
correctly accounts for wind effects in its motion equations. 

Solution approach. The paper proposes a dynamic model of UAV motion that describes its behavior in six degrees 
of freedom. The model includes projections of gravity, thrust, and aerodynamic forces onto velocity, normal, and trajec-
tory axes, and incorporates wind disturbances through the relationship between airspeed and ground speed. This ap-
proach enables the linearization of equations, decomposition into longitudinal and lateral motion subsystems, and deri-
vation of transfer functions necessary for the analysis and synthesis of automatic control systems. 
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Results. The developed model makes it possible to study longitudinal and lateral disturbed motion, evaluate stabil-
ity, and assess the quality of transient processes in control systems. It provides a formalized basis for integrating wind 
models, testing different flight scenarios, and comparing methods of disturbance compensation. 

Conclusions. The proposed model is a scientific and practical foundation for designing information technologies for 
UAV flight control under wind disturbances. It enables the development of robust and predictive control algorithms that 
improve accuracy, energy efficiency, and reliability of UAV missions under challenging atmospheric conditions. 

Keywords: unmanned aerial vehicle; wind disturbances; mathematical model; stability; automatic control. 
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